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1. εισαγωγικά
Οί προσπάθειες των κοινωνιολόγων καί ειδικότε­
ρα τών δημογράφων συγκεντρώνονταν μέχρι την 
περασμένη δεκαετία στήν άνάλυση χρονοδιαγραμ­
μάτων γιά τά κυριότερα στοιχεία τής φυσικής κινή- 
σεως του πληθυσμού προκειμένου νά μελετηθεί ή ε­
ξέλιξή του. Μέ βάση τά στοιχεία αύτά, ήταν δυνατό 
νά υπολογιστούν ποσοστιαίες κατανομές καί τά υ­
πόλοιπα χαρακτηριστικά μεγέθη του πληθυσμού. 
Βέβαια, ή μεθοδολογία τέτοιου είδους είναι αρκετά 
γνωστή, συνήθως εύχρηστη στους υπολογισμούς, 
άλλά μειονεκτεΐ σέ ένα βασικό σημείο. Γιά μία ου­
σιαστική μελέτη άπαιτοΰνται στατιστικά στοιχεία, 
πού είναι δύσκολο νά άποτιμηθοϋν. Αύτό έχει σάν 
επακόλουθο τό μεγάλο κόστος τής μελέτης, πού 
γιά μιά άναπτυσσόμενη χώρα είναι άρκετά δύσκο­
λο νά άναληφθεΐ. ’Ακόμα, σέ πολλές περιπτώσεις, 
ή λήψη ειδικών στατιστικών στοιχείων είναι αδύνα­
τη γιά πρακτικούς λόγους. "Ετσι, γιά μιά άνάλυση 
του φαινομένου οί έρευνητές είναι ύποχρεωμένοι νά 
περιοριστούν σέ μεθοδολογίες πού στηρίζονται στά 
στοιχεία πού διαθέτουν οί στατιστικές ύπηρεσίες ά- 
πό τίς άπογραφές κατά ορισμένα χρονικά διαστή­
ματα.
Οί λόγοι πού προαναφέρθηκαν ύπήρξαν κατ’ άρ- 
χήν άπαγορευτικοί καί γιά πολυπλοκότερες μεθο­
δολογίες, όπως είναι ή στοχαστική άνάλυση πού 
χρησιμοποιείται πλέον σέ μεγάλη κλίμακα τήν τε­
λευταία δεκαετία.1 Ή διεύρυνση, όμως, τών προ- 
τεινόμενων στοχαστικών μεθόδων καί κυρίως ή 
χρήση τών ήλεκτρονικών ύπολογιστών έλυσαν άρ­
κετά προβλήματα, ώστε ή εφαρμογή τής νέας μεθο­
δολογίας νά κρίνεται σέ πολλά σημεία προσφορό­
τερη άπό τίς κλασικές μεθόδους. Πέρα άπό τίς δυ­
νατότητες αυτές, πρέπει νά τονιστεί, ιδιαίτερα, ότι 
ή στοχαστική άνάλυση παρέχει μορφές λύσεων 
στόν ύπάρχοντα προβληματισμό, πού βρίσκονται 
πλησιέστερα στήν πραγματικότητα. Γενικά, ή όλη 
θέση τού προβλήματος, όπως ύπεισέρχεται στή 
στοχαστική άνάλυση, άντικατοπτρίζει κατά άρτιό- 
τερο τρόπο τή φυσική διαδικασία.
Μέ βάση όσα άναφέρθηκαν παραπάνω, ή εργα­
σία αύτή άποσκοπεϊ στή μελέτη τού δημογραφικοΰ 
προβλήματος τής Ελλάδος καί ιδιαίτερα στόν 
προσδιορισμό τής ποσοστιαίας κατανομής τού 
πληθυσμού καί τίς προοπτικές τής έξελίξεως αύτής 
μέ τή βοήθεια μακρο-στοχαστικών μεθόδων.2
2. μεθοδολογία
Ή επεξήγηση, ή περιγραφή καί ή πρόγνωση τών 
δημογραφικών φαινομένων παραμένει πάντα ό κύ­
ριος σκοπός τών ερευνητών. Τό πρόβλημα άρχίζει
1. Boudon R., 1973.
2. Tziafetas G., 1976.
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μέ τήν έπεξήγηση καί κυρίως μέ τό ερώτημα πώς 
μετασχηματίζονται οί παρατηρούμενες τιμές πού 
άφοροϋν δημογραφικές μεταβλητές ποσότητες. Εί­
ναι γεγονός ότι πληθυσμιακά χαρακτηριστικά είναι 
πάντοτε δυνατόν νά προκόψουν άπό τή θεώρηση έ- 
νός στοχαστικού συστήματος μεταβολών.3 Κατ’ 
αύτόν τόν τρόπο, οί παρατηρούμενες τιμές μπο­
ρεί νά θεωρηθούν σάν τιμές τυχαίων μεταβλητών, 
πού μεταβάλλονται χρονικά μέ βάση πιθανοθεωρη- 
τικούς νόμους. ’Έτσι, τό πρόβλημα μετατίθεται 
στόν προσδιορισμό τής στοχαστικής άνελίξεως, 
πού περιγράφει ικανοποιητικά τό διερευνώμενο δη- 
μογραφικό φαινόμενο. Ξεκινώντας άπό τίς άπλού- 
στερες μορφές στοχαστικών άνελίξεων καί έχον­
τας τίς παρατηρούμενες τιμές κατά κατηγορία ή 
κατά παρατηρούμενη κατάσταση, εξετάζουμε τήν 
έφαρμογή κατάλληλης μαρκοβιανής άλυσίδας. Βέ­
βαια, πάντα ύπάρχει τό ερώτημα κατά πόσον τά 
φαινόμενα διέπονται άπό τή μαρκοβιανή ιδιότητα.4 
Προσεγγιστικά, σέ πρώτο βήμα, λαμβάνουμε στα­
τικές, πρώτης τάξεως, μαρκοβιανές άλυσίδες, αν 
καί είναι δυνατόν τό σύστημα νά απαιτεί μή σταθε­
ρές πιθανότητες μεταφοράς μεταξύ τών θεωρουμέ­
νων καταστάσεων.
Στήν περίπτωση πού ήταν γνωστά μικροδεδομέ- 
να, δηλαδή ό αριθμός τών στοιχείων τού πληθυ­
σμού πού διαφεύγουν άπό μία κατάσταση τής άλυ­
σίδας καί έρχονται σέ μία άλλη γειτονική ή μή, τό­
τε όλες οί ύπόθεσεις πού έγιναν παραπάνω μπορεί 
νά έλεγχθοΰν συνολικά μέ τήν έφαρμογή γνωστών 
στατιστικών μεθόδων.5 Τό πρόβλημα, όμως, είναι 
άρκετά πολυπλοκότερο. Δυστυχώς, τέτοιου είδους 
στατιστικά δεδομένα είναι δύσκολο νά ληφθοΰν ά­
πό τή στατιστική ύπηρεσία, ιδίως στήν περίπτωση 
πού οί θεωρούμενες καταστάσεις τής άλυσίδας άν- 
τιπροσωπεύουν κοινωνικές ή δημογραφικές κατα­
στάσεις. "Ετσι, στήν είσαγόμενη νέα μεθοδολογία 
θά πρέπει νά στηριχθοΰμε άποκλειστικά σέ μακρο­
δεδομένα, δηλαδή στίς ποσοστιαίες κατανομές συ­
χνότητας τοΰ πληθυσμού πού δίνονται γιά κάθε θε­
ωρούμενη χρονική στιγμή.
Μέ βάση τίς παραπάνω προϋποθέσεις, στίς εφαρ­
μογές θεωρούμε σάν καταστάσεις i (i= 1,2,..., r) τής 
μαρκοβιανής άλυσίδας μεγάλα διαστήματα ηλι­
κίας, γιά τά όποια μάς δίνεται ή συχνότητα κατα­
νομής τού πληθυσμού Y;(t) γιά κάθε χρονική στιγμή 
t (t= 1, 2,..., Τ). Συνήθως, τέτοιου είδους υποδείγμα­
τα θεωρούνται ίεραρχικά ή κλειστά. ’Αντίθετα, στό 
υπόδειγμα πού περιγράφουμε, θεωρούμε ότι οί αλ­
λαγές πού παρατηρούνται στή συχνότητα κατανο­
μής, προέρχονται άπό όλα τά στοιχεία τής φυσικής 
κινήσεως τοΰ πληθυσμού, δηλαδή θανάτους, γεννή­
3. Rogers A., 1975.
4. Ginsberg R., 1972.
5. Anderson T.W. and L.A. Goodman, 1957.
σεις καί μεταναστεύσεις. “Ετσι, όπως θά έπεξηγη- 
θεΐ παρακάτω, οί πιθανότητες μεταφοράς ρ^γιά j ί 
δέν είναι μηδενικές.
’Εάν συμβολίσουμε μέ q, (t) τή μή δεσμευμένη πι­
θανότητα, ώστε στοιχείο τοΰ πληθυσμού νά βρεθεί 
στήν κατάσταση ί τή χρονική στιγμή t, τότε τό προ- 
τεινόμενο υπόδειγμα έχει τή μορφή
γιά t= 1,2.... Τ καί j = '.2.... <■ (2.1)
Τό βασικό πρόβλημα πού έχουμε στό ύπόδειγ- 
μα είναι ή έκτίμηση τών παραμέτρων πού ύπεισέρ- 
χονται ύπό τή μορφή τής πιθανότητας μεταφοράς 
Py. Γιά τήν επίλυση τοΰ προβλήματος, καταφεύγου­
με στή μέθοδο τής μεγίστης πιθανοφάνειας, οπότε 
ύπολογίζουμε πρώτα τή συνάρτηση πιθανοφάνειας 
L καί ύστερα τίς παραγώγους τής συναρτήσεως 
logL. Τελικά, ή έκτιμήτρια τού πίνακα μεταφοράς 
ρ = (Pij) εχει τή μορφή
• p*=(x X ' X;) ' X Σ 1 Υ* (2.2)
όπου Σ είναι ό πίνακας συνδιασπορών τών συχνο­
τήτων Yj (t). Οί (r— 1) ύποπίνακες Σ'3 έχουν σάν στοι­
χεία τίς ποσότητες
-fai(t)qi(t)l/N(t)
[q,(t)[l-qi(t)]]/N(t), N (t) Y, (t) nj(t),
Y* είναι διάνυσμα στήλη μέ στοιχεία Yj (t) γιά 
t= 1, 2, ...,Τ.
Ρ’ είναι διάνυσμα στήλη μέ r - 1 ύποδιανύσματα καί 
X είναι (T(r— 1 ) X r(r— 1)) διαγώνιος πίνακας, τού ό­
ποιου οί ύποπίνακες X. έχουν σάν στοιχεία τά πα­
ρατηρούμενα ποσοστάΎ. (t— 1) γιά t = 1, 2,..., Τ καί 
j = 1, 2,..., r.
[ϊ (r—1 ) xr (r — ί) ]
Πρέπει εδώ νά σημειώσουμε ότι ή έκτίμηση πού 
δόθηκε μέ τή σχέση (2.2) μπορεί νά χρησιμοποιηθεί 
μόνον όταν ό πίνακας Σ είναι γνωστός. Συνήθως, ό­
μως, ό πίνακας συνδιασπορών είναι συνάρτηση τής 
άγνωστης πιθανότητας qj (t). Ό προσφορότερος 
τρόπος νά έκτιμήσουμε τόν πίνακα Σ είναι νά άντι- 
καταστήσουμε τίς πιθανότητες q; (t) μέ τίς παρατη­
ρούμενες συχνότητες Yj (t), οπότε σέ πρώτη προ­
σέγγιση λαμβάνουμε τήν έκτίμηση (Py(l)). Μέ βάση 
τή σχέση (2.1), ύπολογίζουμε άναδρομικά τή νέα 
πιθανότητα q-(t), πού οδηγεί στή νέα έκτίμηση ρ y (2). 
Ή άναδρομική αύτή διαδικασία συνεχίζεται μέχρις 
ότου προκύψει
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οί (η-Μ) = ρ8 (η) (2.3)
Ή μεθοδολογία μπορεί νά έπεκταθεΐ σέ μερικά 
σημεία, άν ληφθοϋν ύπ"’ όψη οί έκ των προτέρων 
πληροφορίες πού άφορούν τίς πιθανότητες μεταφο­
ράς Pjj. 'Υποτίθεται, π.χ., ότι οί πληροφορίες αύτές 
συγκεντρώνονται σέ μία συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας, πού δίνεται έκ των προτέρων καί πού 
ακολουθεί την πολυδιάστατη Β-κατανομή. ’Έχον­
τας λοιπόν ύπ’ όψη τή δειγματική συνάρτηση πυ­
κνότητας πιθανότητας, όπως υπολογίστηκε στή 
συνάρτηση μεγίστης πιθανοφάνειας, καί κάνοντας 
χρήση τού γνωστού θεωρήματος τού Bayes, λαμβά­
νουμε τήν έκ των ύστέρων συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας σάν συνάρτηση των πιθανοτήτων με­
ταφοράς. Παραγωγίζοντας ώς πρός ρί; τή συνάρτη­
ση αύτή, βρίσκουμε τή νέα έκτίμηση κατά Bayes μέ 
τήν άκόλουθη μορφή
ρ*=(*'Σ 1χ+Σ0^) '(χ'Σ ,γ*+Σ0' l) (2.4)
όπου J είναι [r(r— 1 ) xr (r-l) ] διαγώνιος πίνακας μέ 
στοιχεία
(a, - r)/ (θ|-Μ), i 1,2,..., r
(a( είναι οί έκ των προτέρων γνωστοί παράμετροι 
τής Β-κατανομής), L είναι (r(r-l)xl) διάνυσμα 
στήλη μέ στοιχεία
(ajj — 1 )/(θ;-Μ), ί= 1,2....... r καί j 1,2.........r 1
Στήν όλη μαθηματική έπεξεργασία μέχρι τώρα, δέν 
λάβαμε ύπ’ όψη τίς ιδιότητες πού πρέπει νά έχουν οί 
πιθανότητες μεταφοράς ρ^. Δηλαδή πρέπει
Σ Pjj 1 καί 0 < P;j < 1 i, j =1,2,..., r (2.5)
i='
Οί προϋποθέσεις αύτές εισάγουν βασικές δυσκο­
λίες στόν προβληματισμό. Μπορεί όμως νά βρεθεί 
νέα, ύπό τούς περιορισμούς (2.5), έκτίμηση τών πι­
θανοτήτων μεταφοράς μέ βάσή τό γνωστό θεώρημα 
περιστολής καί τό δυαδικό θεώρημα τού μή γραμ­
μικού προγραμματισμού. Ή έκτίμηση πού λαμβά- 
νεται κατ’ αύτό τόν τρόπο γιά τόν πίνακα τών πιθα­
νοτήτων μεταφοράς καλείται ιδιαίτερα περιορισμέ­
νη.
3. αποτελέσματα τής άναλύσεως
Σέ πρόσφατη έκδοση τής ’Εθνικής Στατιστικής 
'Υπηρεσίας,6 γίνεται πρόβλεψη τής πληθυσμιακής
6. V. Valaoras, 1974.
κατανομής στήν Ελλάδα κατά μεγάλες ομάδες ή- 
λικιών μέ βάση τίς παρατηρούμενες τιμές στή χρο­
νική περίοδο 1950-1975. Στήν άναφερόμενη έργα- 
σία χρησιμοποιήθηκε ή γνωστή μεθοδολογία στή 
δημογραφία μέ άνάλυση τών στοιχείων τής φυσι­
κής κινήσεως τού πληθυσμού. Εξαίρεση άποτέλε- 
σε ή μετανάστευση γιά τήν όποια δέν ύπήρχαν άρ- 
κετά στοιχεία.
Χρησιμοποιώντας τίς παρατηρούμενες τιμές γιά 
τήν πληθυσμιακή κατανομή άπό τήν έργασία πού 
προαναφέρθηκε, ύποθέτουμε ότι τά δεδομένα μετα­
σχηματίζονται μέ βάση μία στατική μαρκοβιανή ά- 
λυσίδα πρώτης τάξεως στήν όποια ύπάρχουν τέσ- 
σερες καταστάσεις, όσες δηλαδή οί ομάδες ηλι­
κιών πού θεωρήθηκαν.
Κάθε στοιχείο τού πληθυσμού έχει τή δυνατότητα 
νά βρεθεί σέ μία άπό τίς θεωρούμενες ομάδες ήλι- 
κιών καί μπορεί νά μεταπηδήσει σέ μία άλλη κατά 
τή διάρκεια τών χρονικών στιγμών t= 1,2, 3,4, 5,6, 
πού άντιστοιχοΰν στά έτη λήψεως τής πληθυσμια- 
κής κατανομής, δηλαδή άνά πενταετία στό χρονι­
κό διάστημα 1950-1975.
Είναι κατανοητό ότι ή αλυσίδα εχει ίεραρχικό 
χαρακτήρα, δηλαδή ένα στοιχείο τού πληθυσμού 
μπορεί νά μεταπηδήσει σέ μία χρονική περίοδο άπό 
μία μικρότερη ήλικία, ούσιαστικά μία μικρότερη 
κατά άρίθμηση κατάσταση, σέ μία μεγαλύτερη. 
Στίς έφαρμογές πού θεωρούμε, μπορεί ενα στοιχείο 
τού πληθυσμού νά έξέλθει άπό τό σύστημα στήν πε­
ρίπτωση θανάτου-μεταναστεύσεως ή νά είσέλθει 
στήν περίπτωση γεννήσεως-μεταναστεύσεως. Μέ 
άλλα λόγια, θεωρούμε τό σύστημα κλειστό μέ τήν 
εύρύτερη έννοια, ότι συμπεριλαμβάνει τίς κατασύά- 
σεις γέννηση-θάνατος-μετανάστευση καί ότι ένα 
στοιχείο πού άποκόπτεται άπό μία κατάσταση 
μπορεί νά άντικατασταθεϊ άπό ένα νέο πού εισέρχε­
ται σέ όποιαδήποτε κατάσταση μικρότερη ή πολύ 
μεγαλύτερη.
"Υστερα άπό τίς προϋποθέσεις αύτές, δίνονται 
στόν πίνακα (3.1)7 οί παρατηρούμενες καί οί εύρε- 
θεΐσες τιμές γιά τήν πληθυσμιακή κατανομή, κα­
θώς καί οί προβλεπόμενες γιά τίς χρονικές στιγμές 
t = 7, 8, 9, 10, δηλαδή γιά τά έτη 1980, 1985, 1990, 
1995. Οί ύπολογισμοί έγιναν μέ τή μέθοδο μεγίστης 
πιθανοφάνειας, όπως άναλύθηκε στήν προηγούμε­
νη παράγραφο, όπου ή έκτιμήτρια γιά τόν πίνακα 
τών πιθανοτήτων μεταφοράς ύπολογίστηκε μέ δύο 
διαδοχικές επαναλήψεις.
Είναι φανερό, άπό τή μεθοδολογία πού δόθηκε 
στήν προηγούμενη παράγραφο, ότι ή άνάλυση μέ 
τίς μαρκοβιανές άλυσίδες δίνει μία πρόγνωση στήν 
πληθυσμιακή έξέλιξη μέ βάση τίς προϋποθέσεις
7. Οί ύπολογισμοί έγιναν μέ τόν ’Ηλεκτρονικό 'Υπολογιστή 
τού 'Υπουργείου Γεωργίας.
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πού υπήρχαν ή δημιουργήθηκαν κατά τή θεωρούμε­
νη χρονική διάρκεια. Δηλαδή, μέ άλλα λόγια, οί ε­
ξελικτικές τάσεις είναι άπόρροια τής ολικής πολι­
τικής πού άσκήθηκε πάνω στά στοιχεία πού καθο­
ρίζουν τή φυσική εξέλιξη του πληθυσμού.
Πρέπει νά τονίσουμε σ’ αυτό τό σημείο, ότι δέν 
είναι δυνατόν νά γίνει έλεγχος των προγνώσεων. Εί­
ναι, όμως, δυνατόν νά έλεγχθοϋν όλες οί ύποθέσεις 
πού τέθηκαν παραπάνω. Δηλαδή κατά πόσον ή με­
θοδολογία έδωσε άποτελέσματα πού προσεγγίζουν 
ικανοποιητικά τίς παρατηρούμενες τιμές. ’Έχον­
τας λοιπόν τίς παρατηρούμενες τιμές Y (t) καί τίς 
έκτιμηθεΐσες Ÿ(t), μπορούμε νά κάνουμε χρήση τού 
έλέγχου στατιστικών ύποθέσεων κατά Pearson μέ 
βάση τήν τετραγωνική μορφή
•*îr ,)Τ = Σ Σ Ν (t) [Yi(t)-Yi(t)]2/Yi (t) (3.1)
t=1 i = t
ή όποια άκολουθεΐ τήν χ2-κατανομή μέ (r— 1)Τ βαθ­
μούς έλευθερίας. 'Όπως φαίνεται άπό τόν πίνακα 
(3.1), ή τιμή πού βρέθηκε γιά τή συνάρτηση χ2 είναι 
πολύ μικρότερη άπό τίς αντίστοιχες τιμές τής χ2- 
κατανομής γιά 18 βαθμούς έλευθερίας. ’Έτσι, μπο­
ρεί νά γίνει άνεπιφύλακτα δεκτή ή υπόθεση ότι οί 
παρατηρούμενες ποσοστιαίες συχνότητες άκολου- 
θοΰν τήν ίδια κατανομή μέ τίς έκτιμηθεΐσες.
Σέ μία δεύτερη έφαρμογή, θεωρούμε πάλι τίς πα­
ρατηρούμενες τιμές γιά τήν κατανομή τού άστικοΰ
πληθυσμού στήν Ελλάδα άπό τήν έκδοση τής 
ΕΣΥΕ πού προαναφέρθηκε. 'Υποθέτουμε, πάλι, ότι 
τά δεδομένα μετασχηματίζονται μέ βάση μία στατι­
κή μαρκοβιανή αλυσίδα πρώτης τάξεως, στήν ό­
ποια ύπάρχουν τέσσερες καταστάσεις πού άντι- 
στοιχούν σέ τέσσερες μεγάλες όμάδες ήλικιών (πί­
νακας 3.2). Παρόμοια, υποτίθεται ότι κάθε στοι­
χείο τού πληθυσμού είναι δυνατόν νά βρεθεί σέ μία 
άπό τίς θεωρούμενες καταστάσεις καί μπορεί νά 
μεταπηδήσει σέ μία άλλη κατά τή διάρκεια των 
χρονικών στιγμών t= 1, 2, 3, 4, 5, 6, πού άντιστοι- 
χούν στά έτη λήψεως τής πληθυσμιακής κατανο­
μής, δηλαδή άνά πενταετία στό χρονικό διάστημα 
1950-1975. Τέλος, κάνουμε τήν ίδια ύπόθεση, όπως 
στό προηγούμενο παράδειγμα, γιά τήν ίεραρχικό- 
τητα καί τό κλειστό τού συστήματος.
"Υστερα άπό τίς υποθέσεις αυτές, δίνουμε στόν 
πίνακα (3.2) τίς τιμές γιά τήν πληθυσμιακή κατανο­
μή τού αστικού πληθυσμού μέ βάση τήν έκτίμηση 
κατά Bayes, όπως περιγράφτηκε στήν προηγούμενη 
παράγραφο. Οί έκ τών προτέρων πιθανότητες με­
ταφοράς (πίνακας 3.3) έχουν υπολογιστεί σέ σχέση 
μέ τίς πραγματικές δυνατότητες γιά τή μεταπήδη- 
ση ένός στοιχείου τού πληθυσμού άπό μία κατά­
σταση σέ άλλη. "Ετσι, θεωρήσαμε, π.χ., ότι ή πιθα­
νότητα γιά νά παραμείνει ένα στοιχείο τού πληθυ­
σμού στήν πρώτη όμάδα ήλικίας (0-14 έτη) κατά τή 
διάρκεια μιας πενταετίας είναι ίση περίπου μέ 2/3. 
Μέ τό ίδιο σκεπτικό υπολογίσαμε τά άλλα διαγώ­
νια στοιχεία τού πίνακα καί τίς πιθανότητες μετα- 
πηδήσεως Ρ12.Ρ23 Ρ34 Γιά τόν υπολογισμό τής έκ τών 
προτέρων πιθανότητας ρ4„ θεωρήσαμε ότι ή πιθα-
ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1. Πληθυσμιακή κατανομή τής 'Ελλάδας κατά μεγάλες όμάδες ήλικιών
1 (0-14 έτη) 
A Β
2 (15-44 έτη) 
A Β
3 (45-64 έτη) 
A Β
4 (65 +έτη) 
A Β
Μέγεθος
δείγματος
(100.000)
1(1950) 0,2856 0,4759 0,1736 0,0649 75.810
2(1955) 0,2636 0,2650 0,4747 0,4687 0,1904 0,1897 0,0713 0,0764 79.570
3(1960) 0,2642 0,2647 0,4496 0,4473 0,2052 0,2037 0,0810 0,0839 83.240
4(1965) 0,2518 0,2516 0,4442 0,4375 0,2094 0,2163 0,0946 0,0940 85.850
5(1970) 0,2483 0,2486 0,4236 0,4240 0,2161 0,2192 0,1120 0,1085 87.620
6(1975) 0,2387 0,2375 0,3968 0,4116 0,2321 0,2244 0,1324 0,1263 88.100
7(1980) 0,2284 0,2232 0,3925 0,3913 0,2349 0,2374 0,1442 0,1478
8(1985) 0,2177 0,2204 0,4002 0,3746 0,2395 0,2413 0,1426 0,1636
9(1990) 0,2180 0,2113 0,4125 0,3648 0,2263 0,2440 0,1432 0,1796
10(1995) 0,2240 0,2061 0,4097 0,3521 0,2128 0,2456 0,1535 0,1958
Α: Παρατηρούμενες τιμές καί πρόγνωση κατά V. Vaiaoras, 1974.
Β: Έκτιμώμενες τιμές καί πρόγνωση κατά τή μέθοδο μεγίστης πιθανοφάνειας. 
"Αθροισμα τετρ. σφάλματος 0,000511658 
Μέσον τετρ. σφάλμα 0,000025583
Τιμή χ2 0,182558029
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.2. Κατανομή τοΰ άστικοϋ πληθυσμού τής Ελλάδας κατά μεγάλες όμάδες ηλικιών
X
I (0-14 έτη) 2 (15-44 έτη) 3 (45-64 έτη)
AB AB AB
4 (65 +έτη) 
A B
Μέγεθος
δείγματος
1(1950) 0,2292 0,5306 0,1832 0,0570 27.548
2(1955) 0,2158 0,2108 0,5221 0,4933 0,1990 0,2325 0,0631 0,0634 31.223
3(1960) 0,2221 0,2072 0,4926 0,4841 0,2126 0,2445 0,0727 0,0640 35.280
4(1965) 0,2230 0,2171 0,4800 0,4649 0,2128 0,2533 0,0848 0,0647 39.887
5(1970) 0,2284 0,2250 0,4630 0,4565 0,2126 0,2529 0,0960 0,0655 45.611
6(1975) 0,2289 0,2356 0,4405 0,4461 0,2218 0,2519 0,1088 0,0663 51.032
7(1980) 0,2266 0,2442 0,4231 0,4306 0,2292 0,2579 0,1215 0,0672
8(1995) 0,2210 0,2267 0,4197 0,4256 0,2351 0,2836 0,1242 0,0641
9(1990) 0,2196 0,2149 0,4235 0,4174 0,2269 0,3031 0,1300 0,0654
10(1995) 0,2156 0,2087 0,4237 0,4087 0,2257 0,3182 0,1450 0,0644
A: Παρατηρούμενες τιμές καί πρόγνωση κατά V. Valaoras. 1974. 
Β: Έκτιμώμενες τιμές καί πρόγνωση κατά τή μέθοδο Bayes. 
"Αθροισμα τετρ. σφάλματος 0,011049389 
Μέσον τετρ. σφάλμα 0,000552469
Τιμή χ2 3,494544134
νότητα νά διαφύγει από τήν τέταρτη ομάδα ηλικίας 
ένα στοιχείο τοΰ πληθυσμού λόγω θανάτου ή μετα- 
ναστεύσεως καί νά άντικατασταθει άπό ένα νέο 
στην πρώτη ομάδα λόγω γεννήσεως ή μεταναστεύ- 
σεως σέ μία πενταετία, είναι περίπου ίση μέ 1/3, δη­
λαδή ίση μέ τήν πιθανότητα διαφυγής άπό τήν τέ­
ταρτη όμάδα. Τέλος, γιά τίς πιθανότητες Ρ13.Ρ14 Ρ21. 
P24 P31.P32.P42.P43, κάναμε τήν ύπόθεση ότι είναι στα­
θερές καί ίσες πρός 0,05 καί άντιπροσωπεύουν τήν
ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3. Οι έκ τών προτέρων πιθανότητες μεταφοράς καί 
ή εκτίμηση κατά Bayes μέ τήν έπαναληπτική διαδικασία
Πίνακας τών πιθανοτήτων Έπ. σφάλμα
μεταφοράς
Έκ τών 0,6000 0,3000 0,0500 0,0500
προτέρων 0,0500 0,7500 0,1500 0,0500
πιθανότητες 0,0500 0,0500 0,7000 0,2000
μεταφοράς 0,3000 0,0500 0,0500 0,7000
■ η 0,6188 0,2983 0,0384 0,0446 0,304503
έπαναλη­ 0,0441 0,7795 0,1266 0,0498
πτική 0,0534 0,0521 0,8289 0,0656
λύση 0,5408 0,0768 0,0748 0,3076
3η 0,6139 0,3000 0,0385 0,0477 0,099354
έπαναλη­ 0,0424 0,7746 0,1254 0,0575
πτική 0,0528 0,0524 0,8322 0,0625
λύση 0,6363 0,0883 0,0847 0,1908
6η 0,6116 0,3008 0,0385 0,0491 0,026040
έπαναλη­ 0,0417 0,7717 0,1249 0,0617
πτική 0,0524 0,0524 0,8311 0,0641
λύση 0,6823 0,942 0,0895 0,1340
πιθανότητα, ώστε ένα στοιχείο του πληθυσμού νά 
διαφΰγει άπό μία όμάδα ήλικίας λόγω μεταναστεύ- 
σεως ή θανάτου καί νά άντικατασταθει άπό ένα άλ­
λο λόγω μεταναστεύσεως ή γεννήσεως, όταν τό 
στοιχείο καταφεύγει στήν πρώτη όμάδα ήλικίας.
Μέ βάση τίς παραπάνω ύποθέσεις, όσον άφορά 
τίς έκ τών προτέρων πιθανότητες μεταφοράς, ύπο- 
λογίσαμε τόν έκ τών ύστέρων πίνακα τών πιθανο­
τήτων μεταφοράς μέ τή γνωστή άναδρομική μέθο­
δο, όπως άναφέρθηκε στήν προηγούμενη παράγρα­
φο. Στόν πίνακα (3.3) δίνουμε τήν πρώτη,,τρίτη καί 
έκτη έπαναληπτική λύση. Άπό τόν ίδιο πίνακα 
μπορούμε νά δούμε, άμέσως, ότι τό έπαναληπτικό 
σφάλμα, πού ύπολογίστηκε σάν άπόλυτη άπόκλιση 
τής έκτιμήσεως στή νέα λύση άπό αυτή τής προη­
γούμενης, τείνει πρός τό μηδέν.
"Εχοντας λοιπόν τίς εκτιμήσεις γιά τήν πληθυ- 
σμιακή κατανομή στό χρονικό διάστημα 1950-1975 
μέ βάση τήν έκτη έπαναληπτική λύση, ύπολογίζου- 
με παραπέρα τίς τιμές γιά τήν πληθυσμιακή κατα­
νομή γιά τό χρονικό διάστημα 1980-1995 άνά πεν­
ταετία (πίνακας 3.2). "Οπως φαίνεται άπό τόν πίνα­
κα προγνώσεων (3.2), γιά τήν πρώτη καί δεύτερη ό­
μάδα ήλικίας δέν άναμένονται ουσιώδεις άλλαγές 
στή συχνότητα κατανομής γιά τό χρονικό διάστη­
μα τής προγνώσεως. Αντίθετα, ή τρίτη όμάδα ήλι­
κίας, όπως υπολογίσαμε μέ τή μέθοδο μεγίστης πι- 
θανοφάνειας, άναμένεται νά έχει πολύ μεγαλύτερη 
συμμετοχή άπ’ ό,τι είχε κατά τή χρονική περίοδο 
1950-1975 καί άπ’ ό,τι προβλέπεται κατά τίς εκτι­
μήσεις τής ΕΣΥΕ στήν έργασία πού προαναφέρθη- 
κε. 'Η διαφορά στό σημείο αύτό προέρχεται κυρίως 
άπό τή μεθοδολογία πού έφαρμόσαμε. 'Όπως προ- 
αναφέραμε, ή θεωρία τών μαρκοβιανών άλυσίδων 
δίνει προγνώσεις μέ βάση τήν όλη πληθυσμιακή πο-
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4. Πληθυσμιακή κατανομή τοΰ άγροτικοϋ πληθυσμού τής 'Ελλάδας κατά μεγάλες όμάδες ηλικιών
1 (0-14 έτη) 2 (15-44 έτη) 3 (45-64 έτη) 4 (65 + έτη) Μέγεθος
δείγματος
(100.000)
1(1950)
2(1955)
0,3177
0,2945 0,2953 0,2709
0,4448
0,4440 0,4322 0,4400
0,1681
0,1849 0,1882 0,2164
0,694
0,0766 0,0842 0,0726
48.262
48.356
3(1960) 0,2951 0,2930 0,2622 0,4180 0,4131 0,4342 0,1988 0,2010 0,2300 0,0871 0,0928 0,0735 47.964
4(1965) 0,2768 0,2773 0,2693 0,4132 0,4034 0,4166 0,2064 0,2146 0,2399 0,1036 0,1046 0,0742 45.963
5(1970) 0,2700 0,2729 0,2691 0,3809 0,3866 0,4095 0,2199 0,2,186 0,2455 0,1292 0,1217 0,0758 42.014
6(1975) 0,2522 0,2527 0,2814 0,3366 0,3685 0,3862 0,2462 0,2302 0,2544 0,1650 0,1485 0,0791 37.075
7(1980) 0,2316 0,2244 0,2938 0,3488 0,3366 0,3524 0,2430 0,2523 0,2728 0,1766 0,1866 0,0809
8(1985) 0,2129 0,2221 0,2652 0,3711 0,3140 0,3701 0,2458 0,2548 0,2911 0,1698 0,2088 0,0735
9(1990) 0,2157 0,2083 0,2443 0,3962 0,3033 0,3753 0,2254 0,2568 0,3069 0,1627 0,2312 0,0749
10(1995) 0,2366 0,2007 0,2334 0,4036 0,2880 0,3741 0,1937 0,2571 0,3200 0,1661 0,2537 0,0737
Α: Παρατηρούμενες τιμές καί πρόγνωση κατά V. Valaoras, 1974.
Β: Παρατηρούμενες τιμές μέ τη μέθοδο μεγίστης πιθανοφάνειας.
Γ: Παρατηρούμενες τιμές μέ τη μέθοδο Bayes.
"Αθροισμα τετρ. σφάλματος (μέθοδος μεγ. πιθαν.) 0.002077214 (μέθοδος Bayes) 0.021381157 
Μέσον τετραγωνικόν σφάλμα (μέθοδος μεγ. πιθαν.) 0.00103861 (μέγεθος Bayes) 0.001069058 
Τιμή (μέγεθος μεγ. πιθαν.) 0.333839401 (μέθοδος Bayes) 7.374328809
λιτική πού ασκήθηκε στό διερευνώμενο χρονικό 
διάστημα, χωρίς νά είναι δυνατόν νά γίνουν ύποθέ- 
σεις γιά έναλλακτική μελλοντική συμπεριφορά των 
άτόμων τοΰ πληθυσμού.
Σέ μία τελευταία έφαρμογή, θεωρούμε τίς παρα­
τηρούμενες τιμές γιά τήν κατανομή τοΰ αγροτικού 
πληθυσμού στήν Ελλάδα άπό τήν ίδια έκδοση τής 
ΕΣΥΕ. 'Υποθέτουμε, πάλι, ότι τά δεδομένα μετα­
σχηματίζονται μέ βάση μία στατική μαρκοβιανή ά- 
λυσίδα πρώτης τάξεως μέ τέσσερες καταστάσεις, 
όπως άκριβώς στόν άστικό πληθυσμό. Στόν πίνα­
κα (3.4) δίνουμε τίς τιμές γιά τήν πληθυσμιακή κα­
τανομή του άγροτικοϋ πληθυσμού μέ τή μέθοδο με­
γίστης πιθανοφάνειας καί μέ τή μέθοδο Bayes. Στόν 
ύπολογισμό μέ τή δεύτερη μέθοδο, θεωρήσαμε ότι ό 
πίνακας γιά τίς εκ των προτέρων πιθανότητες με­
ταφοράς είναι ό ίδιος, όπως άκριβώς στόν άστικό 
πληθυσμό. Επίσης, γιά τόν υπολογισμό τής έκτι- 
μήσεως κατά Bayes, λάβαμε τήν έκτη έπαναληπτι- 
κή λύση, ενώ κατά τή μέθοδο μεγίστης πιθανοφά- 
νειας τή δεύτερη επαναληπτική λύση.
Μέ τόν προσδιορισμό τής έκτιμήσεως τών πιθα­
νοτήτων μεταφοράς κατά Bayes, προκύπτει βασική 
διαφοροποίηση τής θεωρούμενης μαρκοβιανής ά-
λυσίδας. Ένώ κατά τή μέθοδο μεγίστης πιθανοφά- 
νειας προκύπτουν άπορροφητικές καταστάσεις, 
δέν συμβαίνει τό ίδιο στή μέθοδο Bayes, όπου ή εκτί­
μηση τών πιθανοτήτων μεταφοράς οδηγεί στή δη­
μιουργία άπλής άλυσίδας. Στήν περίπτωση αύτή, 
μπορούμε πλέον νά ύπολογίσουμε τίς οριακές συ­
χνότητες μετά άπό άπειρο θεωρητικά χρόνο.
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